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1.　はじめに

　APW法（augmented  plane  wave  method）は
Slaterにより考案されたバンド計算の代表的方法
で多くの成功を収めて来た。1）この方法では，対
象とする固体を構成するそれぞれの原子に対す
るMuffin-tin （MT）ポテンシャルは繰り返し計算
（iteration）によって自己無撞着に作られなければ
ならない。2）イタレーションにおいてポテンシャル
を構成する手続きについては，文献 3）で詳しく
述べた。ただし，そこではMTポテンシャルに対
して球対称ということを仮定している。現在では，
APW法に内在する困難を克服するためにLAPW
法4）が考案され，更に，MTポテンシャルについて
も球対称を超えるFLAPW法5）が主流になってい
る。
　この論文の第一の目的は，ポテンシャルの構成に
おいて文献 3）では紙数の都合で割愛せざるを得な
かったことを詳述することである。それは，ポテン

シャルを構成するときに必要なBloch電子の電子密
度についてである。この密度はFermiエネルギー
より下の準位を占有する電子の波動関数の絶対値の
2 乗の和で与えられるが，ここでは球対称近似を採
用するのでその角度平均を知る必要があり本論文
でそれに対する表式を与える。第二の目的は，文
献 3）においてポテンシャルを構成する基本式の定
数部分に致命的な誤りがあったので，それを訂正す
ることである。訂正後の結果は，単位胞に原子が 1
個だけ含まれる場合については文献 6）によるもの
と比較でき，良い一致を示すことが確認された。
　以下では，Rydberg原子単位を採用する。即ち，
ħ＝1，m＝1/2，e2＝2 である。

２．電子密度の角度平均

　ここでは簡単化のため結晶は単体とし，単位胞内
には原子は 1 個だけ含まれるとする。任意の原子の
核を中心とする球すなわちMuffin-tin （MT）球を考
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えその半径を rMとする。バンド計算では，通常，rM

は隣接するMT球と接するようにとる。
　バンドエネルギー E（Г）vk に属するBloch関数を
ψ（Г）vk（r）とする。ここで，vはバンドの番号，kはブ
リルアンゾーン内の波数ベクトル，Гは点kにおけ
る点群に対する規約表現の一つを表す。規約表現の
次元が 2 以上のときは，Гはその表現行列において
ある対角成分から構成される一次元表現とする。こ
のとき，これから作られる射影演算子を適当な関数
に作用することによりその対角成分が属する行とし
て変換する基底関数が抽出される（ただし，その基
底関数が含まれていなければ 0 となる）。7）また，こ
こでは立方格子を基礎とする結晶（単純，面心およ
び体心立方格子など）を考えることにする。この結
晶では，空間群は並進群と点群に分離できてそれら
の直積で表すことができ共変的（symmorphic 
space group）と呼ばれている。一方，六方格子を
基礎とする結晶ではその分離はできず非共変的
（non-symmorphic）と呼ばれていて，取り扱いは難
しくなる。ここでは共変的な場合を考える。

2.1　＜¦ψ（Г）vk（r）¦2＞の計算
　我々がここで計算するのは＜|ψ（Г）vk（r）|2＞であり，
＜＞はMT球内の半径 rの球面上における角度平均
を表す。ただし，APW法では，MT球の外部（MT
球間）では，電子密度は一定すなわち電子は一様分
布していると仮定するので，そこでの＜|ψ（Г）vk（r）|2＞
を考える必要はない。
　ψ　APW

　ki
（r）をAPW法における基底とすると，これ

は最初Slater1）により導入されたもので，次式で与
えられる。

ここで，Rl（r）はポテンシャルとして球対称なMT
ポテンシャルを採用したときのSchrodinger方程式
の解として得られる動径波動関数，Ylm（r̂）（r̂=（θ,φ））
は球面調和関数，ki＝k＋Giであり，Giは逆格子ベク
トルである。ただし，半相対論的取り扱いをしたと
きは，Rl（r）はKoelling- Harmon方程式8）の解のうち
大きい方の成分のことである（小さい成分は無視）。
詳細については文献 8）を参照されたい。ψ　APW

　ki
（r）

の個数は採用するGiの個数に等しいが，Giはエネ
ルギーの小さい順に，即ち |ki |の小さい順に選ぶ。
さらに，αlm（rM,ki）は次式で定義される。

Y＊lm（k̂ i）αlm（rM,ki）＝ i l jl（ki rM）─── （2）
Rl（rM）

このαlm（rM,ki）はψ　APW
　ki
（r）がMT球面上で連続とな

るように決めたものであり，jl（x）は l次の球ベッセ
ル関数，k̂ iはkiの向きを表すベクトルで角度座標の
ことである。Rl（r）はエネルギー Eの関数でもある
が，簡単のためそれは省略しており，詳細について
はSlaterの原論文などを参照されたい。1），2） 上の
ψ　APW
　ki
（r）に群論の表現論における射影演算子を作用

させて規約表現Гに属する基底関数を作ることがで
きる。その際ψ　APW

　ki
（r）として，式（1）におけるexp

（iki・r）を利用する方が容易である。求まった基底
関数をψ SAPW　

k,Гs（r）で表すと，

と書くことができる。規約表現Гに属する基底関数
は採用するAPW法の基底ψ　APW

　ki
（r） の個数に応じて

何個か作られ，ψ　APW
　ki
（r）の個数が多いほどψ SAPW　

k,Гs（r）も
多く，sはそれらを区別する添字である。もちろん，
ψ SAPW　

k,Гs（r） の全ての既約表現Г（この節では一つのГ
を仮定していたが）と sに関しての総数はψ　APW

　ki
（r） の

総数に等しく，ψ SAPW　
k,Гs（r） は互いに直交していなけれ

ばならない。gi
（k）（Гs）は射影演算子を利用して群論

から得られる係数である。7）

　バンド計算における固有値問題を解いた結果，
Bloch関数ψ（Г）vk（r）はψ SAPW　

k,Гs（r）の１次結合の形に表
される。即ち，

である。ここで式（3）を代入した。係数c︵Г︶kv,sは固有
ベクトルの成分である。式（4）を用いると上で述べ
た角度平均＜|ψ（Г）vk（r）|2＞が計算できるのでそれを以
下で実行しよう。＜|ψ（Г）vk（r）|2＞は次のように書ける。

ここで，I APW　
k,ij は次式で定義されるものであることが

容易にわかり，式（1）を用いると

ψ（Г）vk（r）＝Σc︵Г︶kv,sψ SAPW　
k,Гs（r）

s

＝Σc︵Г︶kv,sΣg（k）
i（Гs）ψ APW　

ki（r） （4）
s　　　　i

＜|ψ（Г）vk（r）|2＞＝Σc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,t

＊

s,t

×Σg（k）
i（Гs）＊g（k）

i（Гt）I APW　
k,ij  （5）

i,j

I APW　
k,ij ＝＜ψ APW　

ki（r）＊ψ APW　
kj（r）＞

＝（4π）2ΣΣαlm（rM,ki）＊αl'm'（rM,kj）
lm　l'm'

×Rl（r）Rl'（r）＜Y　lm（r̂）＊Y　l'm'（r̂）＞ （6）

∞　　l

4πΣΣαlm（rM,ki）
l＝0 m＝－l

ψ　APW
　ki（r）＝

　×Rl（r）Ylm（r̂）　（r∈MT） （1）
exp（iki・r）　　  （r∈/MT）

ψ SAPW　
k,Гs（r）＝Σgi

（k）（Гs）ψ　APW
　ki
（r） （3）

i
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となる。ここで，角度平均＜Y　lm（r̂）＊Y　l'm'（r̂）＞はY　lm（r̂）
の直交性から次のようになる。

従って上で定義した I APW　
k,ij は次のようになる。

式（8）の右辺におけるm和は式（2）と公式9）

を利用すると容易に実行でき，結果は次のようにな
る。

ここで

D（l）　
k,ij（rM）＝（2l＋1）P　l（k̂ i・k̂ j）jl（ki rM）jl（kj rM） （10c）

である。これより式（8）の I APW　
k,ij は次のようになる。

以上より目的とした＜|ψ（Г）vk（r）|2＞に対して式（5）と
（11）より次式を得る。

ここで，r≤ rMである。ただし，ここでψ（Г）vk（r）が規
格化されていないことに注意しなければならない。
規格化は次節で行う。

2.2　ψ（Г）vk（r）の規格化
　ψ（Г）vk（r）の絶対値の 2 乗の結晶全体にわたる積分
をN（Г）vkとすると

である。ここで，Vは結晶全体の体積，Ωは単位胞
の体積，Nは単位胞の個数であり，V=NΩの関係が
ある。式（13b）の導出においては，Rnを格子ベク
トルとするとき，関数ψ（Г）vk（r）に対してBlochの定
理 ψ（Г）vk（r＋Rn）=exp（ik・Rn）ψ（Г）vk（r）を用いた。Ωを
MT球とその外部Ωoutに分けて，N（Г）vkをMT球内部か
らの寄与N（Г）vk,inと外部からの寄与N（Г）vk,outの和に分けて
次のように書く。

最初に，N（Г）vk,inを与えよう。これは，式（14b）に式（12）
を用いると次のようになる。

次にN（Г）vk,outを計算しよう。式（14c）においてψ（Г）vk（r）
に式（4）を用い，ψ　APW

　ki
（r）に式（1）におけるexp（iki・r）

を用いると

である。Ωoutにおける積分は，Ωにおける積分から
MT球における積分を引けばよいので

＜Y　lm（r̂）＊Y　l'm'（r̂）＞

1 　 2π　 π

=──∫∫ Y　lm（r̂）＊Y　l'm'（r̂）r 2 sinθdθdφ4πr 2　 0     0

1
=──δ　ll'δmm' （7）
4π

∞
I APW　

k,ij ＝4πΣRl（r）2
l＝0

l

×Σαlm（rM,ki）＊αlm（rM,kj） （8）
m＝－l

l　　　　　　　　2l＋1ΣY　lm（k̂ i）Y　lm（k̂ j）＊＝───P　l（k̂ i・k̂ j） （9）
m＝－l　　　　　　　　　　　　4π

l

A（l）　
k,ij＝Σαlm（rM,ki）＊αlm（rM,kj）

m＝－l

jl（ki rM）jl（kj rM）＝（－i）l il───────
Rl（rM）2

l

×ΣYlm（k̂ i）Y　lm（k̂ j）＊ （10a）
m＝－l

1　　　　　1
＝──D（l）　

k,ij（rM）─── （10b）
4π　　　　Rl（rM）2

∞　　　　Rl（r）2I APW　
k,ij ＝ΣD（l）　

k,ij（rM）──── （11）
l＝0
　　　 Rl（rM）2

＜|ψ（Г）vk（r）|2＞＝Σc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,tΣg（k）

i（Гs）＊g（k）
j（Гt）

s,t　　　　　　  i,j
∞　　　　Rl（r）2×ΣD（l）　

k,ij（rM）─── （12）
l＝0
　　　 Rl（rM）2

N（Г）vk=∫|ψ（Г）vk（r）|2 dr （13a）
V

=N∫|ψ（Г）vk（r）|2 dr （13b）
Ω

N（Г）vk=N（Г）vk,in＋N（Г）vk,out （14a）

N（Г）vk,in=N∫ |ψ（Г）vk（r）|2 dr
MT

rM

=4πN∫ ＜|ψ（Г）vk（r）|2＞r2 dr （14b）
0

N（Г）vk,out=N∫ |ψ（Г）vk（r）|2 dr （14c）
Ωout

N（Г）vk,in＝4πNΣc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,tΣg（k）

i（Гs）＊g（k）
j（Гt）

s,t　　　   i,j
∞　　　　Sl（rM）×ΣD（l）　

k,ij（rM）─── （15a）
l＝0
　　　 Rl（rM）2

rM

Sl（rM）＝∫ Rl（r）2 r 2 dr （15b）
0

∫ exp［i（kj－ki）・r］dr
Ωout

＝∫ exp［i（kj－ki）・r］dr
Ω

－∫ exp［i（kj－ki）・r］dr	 （17）
MT

N（Г）vk,out＝NΣc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,tΣg（k）

i（Гs）＊g（k）
j（Гt）

s,t　　　         i,j

×∫ exp［i（kj－ki）・r  dr］ （16）
Ωout
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と書くことができる。右辺第 1 項の積分は，ki＝k
＋Giよりkj－ki＝Gj－Giであることを用いるとΩδ　ij
となる。第 2 項は，積分領域が球であることから，
q＝kj－kiとおいてqの向きを z方向に選び極座標を
用いて 3 重積分すると4πr 2 M j1（qrM）/qとなる。ただ
し，q＝|kj－ki |， j1（x）＝（sin x－x cos x）/x2である。
従って，N（Г）vk,outは

となる。ここで，Ω1＝（4π/3）r 3  M，qij＝|kj－ki |rMであ
る。i ,  jに関する和を i＝ jと i≠ jに分ける。その際，
i＝ jの項に対して球ベッセル関数が j1（qij）/qij＝1/3
（qij→0）であること，および，g（k）

i（Гs）とc︵Г︶kv,sの正規直
交性

を用いると

を得る。
　式（13）のN（Г）vkは式（15a）と（20）の和で与えられ
る。式（12）の＜|ψ（Г）vk（r）|2＞をこのN（Г）vkで割ることに
より規格化されたψ（Г）vk（r）を用いて計算したものに
なる。以上で，＜|ψ（Г）vk（r）|2＞の計算は終わった。
　面心および体心立方格子について，単位胞の体積
Ω，MT球の体積Ω1，およびそれらの比は次の通り
である。面心立方格子ではΩ＝a3/4，rM＝√2a/4な
のでΩ1/Ω＝√2π/6である。体心立方格子ではΩ＝
a3/2，rM＝√3a/4よりΩ1/Ω＝√3π/8である。
　最後に，単位胞に複数の原子が存在するときのこ
とを述べておく。このときは，＜|ψ（Г）vk（r）|2＞は式（12）
の右辺に含まれるMT半径，MT球の体積および動
径波動関数に原子を区別する添字pを付けて，つま
りap，Ωp，R（p）

l として，pに関する和をとればよい。
N（Г）vkについても同様で，式（15a）と（20）において，
rM，Ω1，Rlをそれぞれap，Ωp，R（p）

l で置き換えて，p
に関する和をとればよい。

3．MTポテンシャルの定数部分

　文献 3）においてAPW法によるバンド計算に利
用するMTポテンシャルの構成を論じそれに対する
表式を導いた。しかし，そこで致命的な誤りがあっ
たのでここで訂正する。誤りは文献 3）における式
（43）と（44）である。

3.1　MT球間の平均ポテンシャルV0
　文献 3）の式（43）で与えられるMT球間の平均
ポテンシャルV0は次のように訂正されねばならな
いことは容易にわかるであろう。

ここで，Ωは前節と同様単位胞の体積，単位胞内
に複数の原子があるとしているのでΩsは s番目の
原子のMT球の体積，ΩoutはMT球間の体積であ
る。また，V（r）はMT球外のポテンシャルであ
る。文献 3）で述べたように，V（r）はMT球外で
はA-charge modelとfictitious charge modelの両方
で一致するので計算の容易さから後者を用いること
にする。式（21a）の分子をBとすると

である。上付きの（ f）はfictitious charge modelを
採用していることを表す。第 2 項目にあるV s

（ f）（r）
としては角度平均したV s

（ f）（r）を用いることができ
る。それは文献 3）の式（41）で与えられていて

である。VMs（0）は周囲のイオンが s番目の原子位置
につくるMadelung ポテンシャルであり，ρとQsは
文献 3）の式（31）と（32）で与えられていて

である。ここで，δZsは次式で定義される。

N（Г）vk,out＝NΣc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,tΣg（k）

i（Гs）＊g（k）
j（Гt）

s,t　　　           i,j

j1（qij）× Ωδ　ij－3Ω1─── （18）
qij

Σg（k）
i（Гs）＊g（k）

i（Гt）＝δ　st	 （19a）
i

Σc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,s＝1 （19b）

s

Ω1        Ω1N（Г）vk,out＝V  1－─－3V─Σc︵Г︶kv,s
＊c︵Г︶kv,tΩ        Ω s,t

　

j1（qij）×Σg（k）
i（Гs）＊g（k）

j（Гt）─── （20）
i≠ j　　　　　　　　　　　　

qij

∫ V（r）dr
ΩoutV0=───── （21a）
Ωout

Ωout=Ω－ΣΩs （21b）
s　

B=∫ V（r）dr
Ωout

=∫ V（ f）（r）dr－Σ∫Vs
（ f）（r）dr	 （22） Ω                          s      Ωs

2Qs　　4πρ
V s
（ f）（r）=－──－── r 2＋VMs（0） （23）

r　　3

ΣδZs
sρ=──── （24）
Ωout

Qs=δZs＋Ωs ρ （25）
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Zsは s番目の原子の核電荷，σs（r）は球殻 r～ r＋dr
おける電子密度である。また，asは s番目のMT球
の半径であり，ΩsとΩs=4πa3s/3の関係がある。asは
前節までは単位胞内に原子が 1 個だけある場合を考
えていたので rMで表していたことに注意されたい。
δZsはMT球の外にはみ出している電子の個数を表
す。ρはMT球の外にはみだしている電子をそこで
一様分布させたときの電子密度を表す。式（24）～
（26）より

が成り立つことがわかる。これは電気的中性の条件
と考えられfictitious charge modelを打ち立てる基
礎式と成っているものである。式（22）の第 1 項目
にあるV（ f）（r）は文献 3）の式（34）で与えられていて

である。ここで，Rns＝Rn＋rsであり，rsは単位胞内
における s番目の原子の位置ベクトルである。この
V（ f）（r）を式（22）の最右辺の第 1 項目に代入すると
き，この第 1 項目の積分はゼロであることを証明す
ることができる。以下でそれを証明する。
　V（ f）（r）は格子と同じ周期を持つ周期関数なので
第 1 項目の積分を Iとすると

である。式（27）を ρについて解いてそれを式（28）
に代入してから式（29）に代入すると

となる。ここで，関数 1/| r |のフーリエ変換を利用
する。それはよく知られているように

である。式（30）の［ ］の中を Isとおいて式（31）を
用いると，Isは

となる。右辺第 1 項で r積分を実行するとVδ　g,0が現
れ，次にn和を実行するとNがでる。第 2 項でも r
積分と r'積分を実行するとV 2δ　g,0がでる。これらか
ら Isは次のようになる。

ここで，V, N, Ωの間にV＝NΩの関係があることを用
いると Is＝0 を得る。よって，式（22）の右辺第 1 項
の積分 Iは I＝0 となることが証明された。
　I＝0 より式（22）のBは，式（23）を代入して rに
関する積分を実行すると容易に計算できる。最終的
に，式（21a）のV0は次のようになる。

3.2　MJWの表式との比較
　文献 3）の式（45）におけるCs－V0を次式のよう
に書くことにする。

ここで，Csは文献 3）において式（42）で与えられ

であり，aは格子定数，ZoutはMT球の外に存在す
る電子の総数で式（26）の和

で与えられる。単位胞に原子が 1 個だけ存在すると
きは，Asは文献 6）のp.11にあるMJWによる表式2.1
ではCと書かれるものに一致し，p.12でその数値が
いくつかの立方格子に対して与えられている。ここ
での目的は，式（34）と（36）などを用いて式（35）
の右辺のAsに対する数式を与え，単位胞に原子が 1
個しかないときはこの数値がMJWによるCに一致
することを示すことである。
　最初に，式（23）のMadelung ポテンシャルVMs（0）
を

as

δZs=Zs－∫ σs（r）dr	 （26）
0

ΣQs－Ωρ=0 （27） 
s

2Qs              2ρV（ f）（r）=－ΣΣ────＋∫───dr' （28）
s       n  |Rns－r |    V |r'－r |

Is=－Σ∫drΣf（g）exp［（ig･（Rns－r）］
n    V        g
1

＋─∫ dr∫ dr'Σf（g）exp［（ig･（r'－r）］ （32）Ω   V            V               g

V
Is= V（－N＋─）Σf（g）δ　g,0 （33）Ω     g

AsZoutCs－V0=─── （35）
a

3Ωs ρ
Cs=－───＋VMs（0） （36）

as

Zout=ΣδZs （37）
s 

1
─ =Σf（g）exp（ig･r） （31a）
| r |      g

4π         1
f（g）=── lim─── （31b）

V  α→0 α2＋g2

1
I=∫V（ f）（r）dr=─∫V（ f）（r）dr （29）

Ω              N   V

2                     dr
I =─ΣQs －Σ∫────N   s                    n   V |Rns－r |

1              dr'
＋─∫ dr∫─── （30）
Ω   V            V

 |r'－r |

B
V0=──Ωout

1            3Qs     4πρ
=──ΣΩs ──＋── a

2
s－VMs（0） （34）Ωout    s          as           5
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とおくとMsは良く知られたMadelung定数である。
式（36）で与えられるCsは式（38）と（25）を用いると，
δZsと ρで表すことができる。さらに，式（24）と（37）
より ρ =Zout/Ωoutなので，結局CsはδZsとZoutで表す
ことができそれは次式で与えられる。

ここで，

である。同様にして，式（34）のV0をδZsとZoutで表
すと次のようになる。

式（39）と（41）から式（35）のAsは次式で与えられる。

　

このAsは，単位胞に原子が 1 個だけ存在するとき
は，δZs=Zoutなので

となる。ここで，添字 sは落とした。このAはMJW
による表式2.1におけるCに相当するものである。
s.c.ではM=2.837297，γ=0.5，β＝π/（6－π）なので
A=3.116680 （3.116686：MJWの値）となりMJWに
よる値と良く一致している。b.c.c.ではM=3.639233，
γ=√3/4，β=√3π/（8－√3π），A=4.085384（4.085521）；
f.c.c.では，M=4.584862，γ=√2/4，β=√2π/（6－√2π），
A=4.831663 （4.832066）である。AはMJWの値と有
効数字 4 桁は一致しているが少しのずれがある。そ
のずれの原因はここで用いたMにある；即ち，Mに
は我々が計算したものを用いたがその精度が有効数
字 4 桁ということである。

4．まとめ

　APW法によるバンド計算においては，対象とす
る固体を構成するそれぞれの原子に対するMTポテ
ンシャルは自己無撞着な数値計算によって作られ
る。この論文では，球対称近似を仮定した場合にお
いて，自己無撞着計算で必要なバンド電子の電子密
度およびポテンシャルを構成する基本式の定数部分
について議論し，前者については導出，後者につ
いては誤っていた文献 3）の結果を訂正して補足を
行った。もう少し具体的にいうと次の通りである。
電子密度についてはBloch関数の絶対値の 2 乗の角
度平均が要求されるので，それを実行して球対称化
された電子密度の表式を得た。次に，単位胞に複数
の原子が存在するときの球対称化されたMTポテン
シャルの定数部分に関する計算を訂正した。単位胞
に原子が 1 個だけ存在する場合は，本論文で計算し
た場合の特別な場合であり，しかもそれはこれまで
に得られているMJWによる結果に相当するもので
ある。両者の比較を行った結果，良く一致している
ことが確認できた。
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2QsVMs（0）=──Ms （38）
a

as             　Ωsγs=─ ,  　βs=── （40）
a          　  Ωout

δZs                 3      ZoutCs=2Ms──＋ 2Ms－─ βs── （39）
a                 γs        a

3     δZtV0=－Σ2Mt－─ βt──
t
                     

 
γt               a

18     Zout=－Σ2Mt－── β2t  ── （41）
t                      5γt               a

3
As=2Ms（1＋βs）βs－──（5＋6βs）βs5γs

3     δZs＋2Ms（1＋βs）－─βs   ──γt      Zout

3     　　　　 3　   δZt＋Σ 2Mt－── β2t  ＋（2Mt－─）βt ── （42）
t≠ s

                     5γt          　　　　　　　 γt      Zout

6
A=2M（1＋β）2－──（5＋3β）β （43）

5γ


