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1.　はじめに

　物質工学・材料工学分野の全国高専からは，化学
産業，電子産業，バイオ・医療産業に技術者の卵を
排出している。最先端技術に対応するために，高専
の基礎工学教育では，実験・実習を通した専門概
念・技術の習得が重視されている。一方で，技術を
創造するための基礎的概念を座学で習得することも
重要である。秋田高専の物質工学科では，物質や生
体の機能を化学概念からアプローチして認識し，そ
れを技術へ応用する能力・技能を養成する専門教育
を行っている。本科 5 年間で，分析化学，物理化学
の基礎概念から出発して，無機化学，有機化学，生
物化学等の専門科目へ接続され，さらには各種材料
の各論へのアプローチとするカリキュラムである。
　物質や材料の特性を理解するには，化学概念と物
理学概念からのアプローチの 2 面性がある。しかし
ながら，これらの概念は厳密に差別化されるもので
はなく，一体化しているという認識のほうが正し
い。多結晶膜の組織は熱力学的な相平衡によってき
まり，電子のスピンはフェルミ粒子の集団的な挙動

からきまる。これらの例が示すように，物質・材料
のマクロな性質もミクロな性質も，熱力学的な平衡
状態で記述できると考えることができる。
　すなわち，固体の性質は，熱力学的な状態量によっ
て記述できる。状態量は，固体の微視的性質，すな
わち，分子や原子，その性質をきめる電子の挙動を
意識せずとも，実験室で観測できる量である。この
物理量を，電子の集団的挙動から説明するのが，統
計熱理論である。電子の状態は，量子論で記述され
る。以上を整理すると，化学概念に登場する熱力学
諸量は，物理学理論によって保証されている，とい
える。物理学は，単純化されたモデルを数学的に表
現し，自然現象を整然化している。
　著者は，秋田高専物質工学科の 5 年生に対して，
熱力学諸量の物理学モデルからの導入と，この概念
を化学反応の平衡，固体の熱的性質，半導体の電気
伝導性の理論へと応用した内容の講義を行ってい
る。これを，最先端物質工学の概論，あるいは，物
質のミクロな機構の制御概念（物質工学におけるメ
カトロニクス）と位置づけている。この中で，化学
平衡は，化学概念の基礎的，必須概念であり，一方で，
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数学の確率理論から説明できるため，初学者，異分
野の人にも比較的なじみ易い。本報では，この内容
に限定して，講義内容の概要に加え，数学教材研究
会の講演にて発表した，数学と物理学と化学と工学
の接点を議論した内容を，整理して報告する。

2.　化学変化を確率で記述できる

　化学変化では通常，非平衡状態から平衡状態に変
化する。非平衡状態は変化する傾向のある状態，平
衡状態は自身では変化できない（と見える）状態で
ある。たとえば，水素と重水素の同位体交換反応を
考える。水素 4molと重水素 1molを混ぜるとどのよ
うな平衡状態に到達するかは，確率だけで決まって
しまう。
　原子 1molを 1 個と数えることにする。箱の中に，
水素原子が 8 個と重水素原子が 2 個入っている。こ
の中から任意に 2 個の原子を取り出し，それが水
素 2 個であれば，水素（H2）分子，重水素 2 個で
あれば，D2分子，水素と重水素であればHD分子と
いうように考えればよい。この現象は，箱の中に入っ
ている 2 種類のカードを取り出す確率が同様に確か
らしいという数学の問題に帰着される。
　赤色カード 8 枚と白色カード 2 枚が入った箱
（図 1）から 2 枚のカードを取り出したとき，2 枚と
も赤色カードを取り出す確率は，数学では，8/10×
7/9（=28/45）である。これはまた，2 枚の白色カー
ドを取り出す確率に等しい。同様に，箱の中から水
素原子，重水素を取り出す確率をそれぞれP（H），

P（D）とする。また，2 個取り出した原子が結合し
て，水素分子となる確率をP（H2），同様に，P（D2），
P（HD）を定義する。このとき，

8　 7　 8　 8
P（H2）=　×　 ≈　×　 =P（H）×P（H）　…（1）

10　 9　 10　10

である。カードと原子の問題には，カードの枚数と
原子の物質量（モル数）の違いがあり，後者の方が
桁違いに数が多い。原子 1molは6.02×1023個である
ので，式（1）中の近似は問題なく許容される。同様
に考えれば，

P（D2）≈P（D）×P（D）　…（2）

P（HD）≈1－｛P（H2）+P（D2）｝　…（3）

と計算できる。ここでは，数学的には，確率ににお
けるAND演算，OR演算，余事象の考え方を知っ
ている必要がある。箱の中には合計10molの原子が
入っているので，これらを任意に取り出して（二原
子）分子とすると，分子は 5mol（=Nall）できるは
ずである。Nallと，式（1）から（3）で求めた値を用
いれば，各分子の個数（モル数）が得られる。すな
わち，これらの分子の個数が数学的には最確分布で
ある。
　化学平衡は，トランプカードを例にすると，イメー
ジがつかみやすい。買ったばかりのため，ハート，
ダイヤ，スペード，エースが順序良く上から数の順
番で並んでいる。このカードをよくきり続けるとや
がてランダムな順番になる。ある程度きれば，その
カードを使ってゲームを開始しても誰も不満を言わ
なくなる。このきり続けられている状態が化学変化
の終焉の状態，すなわち，平衡状態だといえる。化
学反応式で書けば，

H2+D2⇌2HD　…（4）

である。この平衡反応は，水素原子と重水素原子が
結合して分子を形成する反応（右反応）と，結合し
た分子がかい離して水素分子と重水素分子に戻る反
応（左反応）とが等しい速度で起きているため，見
かけ上，変化していない状態を表している。

3.　状態数とエントロピー

　化学平衡は，“エントロピーが最大の状態”とい
える。通常，化学熱力学では，エントロピーσは乱
雑さを表す量だと定義される。しかし，この意味は
わかりにくい。σは状態量Wによって定義される。

図 1　箱の中に10枚のカード（赤色か白色）が入っている。
無作為に 2 枚のカードを取り出す。図では，赤色
と白色のカードが 1 枚ずつ取りだされた状態を表
している。
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すなわち，

σ≡ln W　…（5）

である。化学反応は，原子や分子という粒子と熱エ
ネルギーの相互作用である。したがって，反応によっ
て発熱や吸熱する。量子論によると，粒子のもつエ
ネルギーは量子化されている。すなわち，連続的で
はなく離散的な値をもつ。3 個の粒子に，最大 3 個
のエネルギー量子を与えることができる系を考え
る。エネルギー量子 1 個分の値をEとすると，ある
粒子のエネルギーは，0，E，2E，3Eの 4 通りある。
3 個の粒子に対するエネルギー分布は表 1 に示すよ
うに，10通りある。これを粒子の全状態数（Wall=10）
という。この10通りは，次の 3 種類の分布に場合分
けできる。
分布A ： 1 個の粒子のみが 3 個のエネルギー量子を

もつ場合，
分布B ： 1 個の粒子が 2 個のエネルギー量子をも

ち，1 個の粒子が 1 個のエネルギー量子を
もつ場合，

分布C ： 3 個の粒子が各々 1 個のエネルギー量子を
もつ場合，

である。これらの場合の状態数をそれぞれ，WA，
WB，WCとすれば，これらの値は表 1 から明らかで
ある。したがって，分布Bとなる確率PBは，WB/
Wall=6/10となり，分布Bが最確分布である。最確
分布に対する他の分布の相対的な確率，例えば，任
意の分布Xに対して，

PX/PB=（WX/Wall）×（WB/Wall）
=WX/WB　…（6）

となり，各分布の状態数さえわかれば，全状態数は
必ずしも必要でない。これは，分子のようなモル数

単位での化学変化を考える場合にはとくに有効であ
る。また，このため状態数Wは熱力学的確率とも
呼ばれる。数学で学ぶ相対確率という概念が役立つ
例である。

4.　化学平衡とボルツマン分布

　全宇宙は，着目する系と外界とから構成され，2
つの系，あるいは系と外界の境界では，エネルギー
または粒子が交換される。ある系がエネルギーのみ
を接触する別の系（または外界）と交換する場合は
閉鎖系，また，このような接触を熱的接触と呼ぶ。
エネルギーと粒子を交換する場合は開放系，拡散的
接触と呼ぶ。熱浴と系のエネルギーと粒子の配置図
を図 2 に示す。化学変化において，質量保存の法則
が成立することから，閉鎖系を考えればよいことが
わかる。
　初めに，系 1 と系 2 とが熱的接触した場合を考え
る。各系のエネルギーをU1，U2，状態数をW1，W2

とすると，全エネルギー Uと全状態数Wは，

U=U1+U2　…（7）

W=W1（U1）×W2（U2）　…（8）

である。系 1 と系 2 とが接触してから平衡状態に終
焉するまでに交換したエネルギーの大きさdUと，
平衡状態でのエントロピーの大きさから，

dU=dU1+dU2=0　…（9）

∂W1　　　　 ∂W2dW=　　 dU1 W2+　　 dU2 =0　…（10）∂U1　　　　 ∂U2

となる。式（5），式（9）を用いて，式（10）を計算し

図 2　熱浴（外界）と熱的接触をした系（閉鎖系）では
エネルギーを，熱浴と拡散的接触をした系（開放系）
では，エネルギーと粒子を，それぞれ交換できる。
化学反応は，通常閉鎖系での出来事である。

表 1　3 個のエネルギー量子が 3 個の粒子（#1～#3）に
分配される場合のされ方。

（ ） （ ）

case #1 #2 #3
1 3 0 0
2 0 3 0
3 0 0 3
4 2 1 0
5 1 2 0
6 0 1 2
7 0 2 1
8 2 0 1
9 1 0 2
10 1 1 1
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ていくと，

∂σ1 ∂σ2　 =　　 …（11）
∂U1 ∂U2

となり，これが熱的平衡条件である。ここで，

1　　∂σn≡kB　　　　…（12）Tn　　∂Un N,V

と定義される量が，絶対温度であり，平衡状態で
は，T1=T2である。ここで，式（12）は，粒子数（N），
体積（V）が一定の変化であることを示している。
　我々は通常，ビーカの中（着目する系S）で起こ
る化学反応を，熱的接触する外界（熱浴Rともいう）
から観察する。系SのエネルギーをESのとき，熱浴
Rのエネルギーと状態数を，U（=U0－ES），WRとす
る。ここで，全系のエネルギー U0は一定値であり，
U0≫ESである。このとき，熱浴Rのエントロピー
σSは，

σS（U）
=σS（U0－ES）

U－U0（∂σS）=σS（U0）+ 1!　  ∂U U=U0

（U－U0）2 （∂2σS）+　　　　　　　 　 +…　…（13）
2!　　 ∂U 2 U=U0

と，U=U0のまわりでテイラー展開できる。式（13）
の 2 階微分の項以降は無視し，式（12）を用いると，

ESσS（U0－ES）=σS（U0）－　　　…（14）kBTS

となる。系Sのエネルギーが，E1，E2となる確率，
P（E1），P（E2）は，熱浴Rのエネルギーがそれぞれ
U0－E1，U0－E2となる確率に等しい。式（6）で考えた，
相対的確率は，

P（E2） W（E2）　　 =
P（E1） W（E1）

E2exp σ2（U0）－exp（σ2）　　　　　　kBT=　　　 =
exp（σ1）　　　　　　　E1exp σ1（U0）－kBT

E2exp－
kBT=　　　　 　…（15）
E1exp－
kBT

となる。ここで，熱浴Rの絶対温度Tは，系Sのエ
ネルギーに関係なくT=T1=T2とした。式（15）の右
辺のexp（－ES/kBT）をボルツマン因子といい，熱力
学的確率から得た値であることがわかる。すなわち，
系のエネルギーは，熱浴がどのような状態数をもつ
かの確率によってきまることをいっている。

5.　平衡定数の温度依存性

　式（4）の化学反応を例に，平衡定数Kを定義する
と，

［HD］2
　K=　　　　 　…（16）

［H2］1［D2］1

である。すなわち，化学反応式の左辺と右辺のモル
濃度（mol/l）と係数とで定義される。式（16）を用
いて，2 節で考えた問題を解くと，

［Nall×PHD/V］2　　　　　　［PHD］2K=　　　　　　　　　　　　 =
［Nall×PH2/V］

1×［Nall×PD2/V］
1 ［PH2］

1×［PD2］1

8  2  2  8 2

×　+　×
10 10 10 10

≈　　　　　　　　 =4　…（17）
8  8　 2  2
×　×　×

10 10　 10 10

である。この値は25℃における実測値K=3.2に近い
値になっている。
　平衡定数の温度依存性に着目する。このために，
もう少し単純なモデルを考える。

図 3　異性化反応A⇌Bのそれぞれの分子の基底状態と
励起状態のエネルギー準位図。各々の分子のエネ
ルギー準位は等間隔（ΔEA，ΔEB）であり，両分
子の基底状態のエネルギー差は，ΔEABである。
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　異性化反応（A⇌B）の分子AとBのエネルギー
準位図を図 3 に示す。Aの基底準位のエネルギーは
Bのそれよりも低い。エネルギー準位の間隔は，A
もBもそれぞれで等しいが，Bの準位の間隔はAの
それの 1/2 である。仮に，AとBの分子の個数（nA，
nB）の合計が 5 千万個あるとする。200Kでは，K=
［A］/［B］=nA/nB=0.19だった。（今はこの値自体は
議論しない。）絶対零度では，すべての分子は基底
準位を占有するため，K=0 である。絶対零度以外
では，分子はBかAのより高いレベルのエネルギー
準位を占有するようになる。したがって，絶対零度
から温度が上昇するほど，Aの基底準位を占有する
分子は減少し，AとBの同レベルの準位を占有する
分子数が同じ数であることから，結果的にBの分子
が増大することがわかる。
　式（4）の平衡反応を，温度を考慮しないモデル
（K=4）と自然現象（25℃でK=3.2）の違いが，こ
こで明らかとなった。前者は，H2，D2，HDのどの
分子の基底状態とよりエネルギーレベルの高い準
位（励起準位）のどの準位にも，分子は等確率で存
在できるというモデルである。これに対して，後者
の自然現象は，分子はなるべくエネルギーレベルの
低い準位を占有しようとする確率が高い現象といえ
る。この確率を決定するのが，前節で説明したボル
ツマン分布である。
　平衡定数Kの温度依存性を定量的に表現する前
に，全粒子数（n）と基底状態を占有する粒子数（n0）
の関係を導く。準位 iを占有する粒子数をniとする
と，隣り合う準位での粒子数の比（≡x）は，式（15）
を用いて，

Ei+1exp －
ni+1　　　 kBT　　　 Ei+1－Ei=　　　　 =exp －
ni　　　　 Ei　　　　 kBTexp －

kBT

∆E
=exp －　 ≡x　…（18）

kBT

である。ここで，∆Eは，準位間のエネルギー差で
ある。このとき，

ni　 ni　 ni－1　　　n2 n1＝　 ×　 ×…×　×　 =xi　…（19）
n0 ni－1 ni－2　　　n1 n0

n=n0 +  n1 +  n2 +  … + ni +  …
=n0（1 + x + x2 +  x3 +  …）　…（20）

である。今，基底状態に無い粒子数（n－n0）と全
粒子数の比を考えると，

n－n0 n1（1 + x + x2 +  x3 +  …） n1=　　　　　　　　　=
n　   n0（1 + x + x2 +  x3 +  …） n0

n1∴n－n0=  ×n　…（21）
n0

となる。ここで，式（18）を用いると，

∆E
n0=n 1－exp－　　　…（22）

kBT

となり，全粒子数（n）と基底状態を占有する粒子
数（n0）の比較的単純な関係式が得られる。
　再び，A⇌Bの異性化反応の問題に戻る。ある温
度（T）での平衡定数を求める。分子Aと分子Bの
個数をそれぞれnA，nBとする。また，それぞれの
基底状態を占有する分子の個数を，n0A，n0Bとする
と，式（22）と式（18）を用いると，

∆EAn0A=nA 1－exp－　　　…（23.1）kBT

∆EBn0B =nB 1－exp－　　　…（23.2）kBT

n0B　　　 ∆EAB=exp－　　 　…（23.3）
n0A　　　 kBT

である。ここで，分子Aの隣り合う準位のエネル
ギー差，分子Bのそれをそれぞれ∆EA，∆EBとし，
両分子の基底状態のエネルギー差を∆EABとした。
式（23）を用いると，平衡定数Kは，

∆EA1－exp－
nB　　　　 kBT　　　　∆EABK≡ =　　　　　　×exp－　　　…（24）
nA　　　　 ∆EB　　　　kBT1－exp－

kBT

と定量的に表現される。式（24）は，分子Aと分子

図 4　A⇌Bの異性化反応の平衡定数の計算値。ΔEAB=
ΔEB=ΔEA/2，ΔEAB/kB=2×102として計算した。
Kは単調増加し，より高温では 2 に漸近する。
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Bの個数は，エネルギー準位の間隔によって，基底
状態以外を占有する分子の存在が確率的にきまるこ
とに起因することを示している。
　最後に，式（24）を用いて平衡定数の温度依
存性を描画したものを図 4 に示す。ここでは，
∆EAB=∆EB=∆EA/2 とし，∆EAB/kB=2×102なる値を
用いて計算した。平衡定数は，温度とともに増大し，
T～415Kで 1 となり，高温の極限ではK=2 に漸近
する。これは，低温ほど分子は基底状態にあり，絶
対零度ではすべての分子がAという構造をもち，温
度の上昇によって，分子Aや分子Bの励起状態を占
有する確率が増大していくことを表している。この
ことからも，化学平衡は温度依存性を考慮する必要
があるが，分子がどの準位を占有するかという確率
を考えればよいことがわかる。すなわち，K=2 と
いう極限状態は，分子という粒子がすべての準位を
占有する確率が同様に確からしいという状態であ
る。これは，箱の中から色の違う球やカードを無作
為に取り出して，それの組み合わせ方の場合の数か
ら確率を考えるという，数学の問題と同等であるこ
とがわかる。

6.　基礎科学と専門知識との接点・連携について

　本稿で例示した，“化学平衡の温度依存性”は，
基礎的な化学実験でも頻繁に観察する結果ではある
が，一方でその理論的解釈は難解であるという，化
学教育ではありがちな内容の一例といえる。しかし，
化学には“化学熱力学”という，分子や原子の存在
を気にしなくても熱力学諸量の実験値を再現する関
係式が体系化された，便利な道具が存在する。この
学問体系は，固体や液体等のマクロな組織の機能性
を探求する際には有効である。しかしながら，分子
や原子などのミクロな粒子に機能性を期待するとき
には，“統計熱力学”が必要となる。
　“化学平衡の温度依存性”に話を限定すれば，本
稿のような配列で講義すれば，平衡定数の分子論的
な解釈が理解できると，著者は考えている。この配
列に含まれる内容は，本来は複数の教科の橋渡しを
要する内容である。
ⅰ　箱の中から無作為に球を取り出して組み合わせ
る問題は，数学の確率論の初歩であり，これを
分子の結合の問題に接続している。

ⅱ　エントロピーは化学熱力学で導入される状態量
であるが，これが状態数という熱力学的な確率
を表す量であることを認識する（これは熱統計
力学の基礎でもある）と，エントロピーの概念

自体の理解が深まる。
ⅲ　分子や原子の状態量は，エネルギー準位という
概念が基礎となる。これは本来，量子論によっ
て導入される概念である。（著者が行う講義で
は，前期量子論と量子論の基礎概念によって，
離散的なエネルギー準位の導入も行っている。
本稿では，数学の確率論と基礎科学理論の接点
に焦点をあてたため，この内容を割愛した。）

Ⅳ 　化学では，ボルツマン分布は閉鎖系で成り立
つ有用な法則としている。これを導くためには，
この系が外界（熱浴）と熱的接触しているモデ
ルとするのが，熱統計論である。

　著者が講義をする際に参考とした複数の著書［1］⊖［4］

がある。これらの著書は，化学系のもの［1］，［2］，物
理学系のもの［3］，［4］に区分できる。そもそも熱力学
系なるものは，力学系のポテンシァル，平衡，可逆
変化，最大仕事の概念を拡張したものである。した
がって，熱力学系は力学系を包含している。また，
固体の示す特性を分子集団の挙動ととらえるために
は，熱統計論が必要である。これだけを考えても，
化学変化であろうが，それを物理学と切り離して考
えることができないことがわかる。
　大雑把な言い方をすれば，数学の専門的知識がほ
とんどない著者からすれば，統計力学というのは，
ほとんど確率論だといってよいと思う。系で起きて
いる変化を，系に比べものにならないほど大規模な
外界に観察者が存在したとき，その外界の状態数
は，熱力学的な相対確率によって支配されるからで
ある。ボルツマン分布はこの内容を定量的に表現し
たに過ぎない。
　化学平衡に限定すれば，文献［1］を拾い読みす
ることでも対応は可能である。また，固体化学や固
体物理学で登場する，物体の温度と色の関係，量子
化した格子振動（フォノン），金属の自由電子論に
よる比熱，半導体の電気伝導などは，エネルギーと
粒子が移動する拡散的接触におけるギブズ因子を考
えればよい。著者が行う本科 5 年生対象の講義（無
機工業化学）では，これらの内容も扱うため，熱的
接触と拡散的接触を対照させている。固体物理学の
専門書は，熱統計力学を必ずしも詳細に説明してあ
るわけではないが，文献［5］は，文献［3］を初学
者向けに書きなおした著書だと思われ，固体物理学
に接続される比較的容易な自修用の内容である。
　著者の講義では，数学と物理学と化学の連関を，
機会ある毎に意識させている。本稿で紹介した内容
は，数学としては，確率，相対確率，テイラー展開
という概念しか用いていない。また，本稿で割愛し
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たエネルギー準位の概念も含め，粒子の占有状態の，
温度の影響をエネルギー準位間の励起現象と絡めて
表現できる物理的イメージをもつことが，化学平衡
の直観的なイメージに接続される。また，授業法と
いう技術的な観点では，イラストや概念図を多用し
て，できるだけ数式表現のイメージを相補すること
に留意している。
　数学⇌物理学⇌化学の平衡関係が旨く機能すれ
ば，学生は化学的概念をイメージしやすくなると著
者は考える。さらには，基礎科学⇌工学・技術の平
衡も，同じ観点で成立する。また，この平衡位置を
制御するのが教員の温度（情熱）なのだと，その使
命を果たすために，教育のための研究も継続してい
きたいと考えている。

7.　まとめ

　著者が授業で講義している化学平衡の問題を題材
として，数学と基礎科学と専門知識の連携の必要性，
重要性を整理した。最先端技術に対応できる技術者
教育では，ミクロな視点での専門概念の修得が必須
である。このためには，一見複雑な自然現象を，単
純なモデルを物理的な概念で描き表わせ，それを数
学という便利な概念を用いて計算することに慣れる
ことが益々有効となってくる。化学平衡の概念は，
これのための具体例を提供してくれる格好の題材で
ある。
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